
△ ABCは鋭角三角形である。辺 ABCABC ,, の中点をそれぞれ RQP ,, とし、長さをそれぞれ cba ,,

とする。 

（１）△ ABCの面積 S を、 cba ,, を用いて表せ。 

（２）△ ABCを線分 RPQRPQ ,, で折り曲げて得られる四面体の体積V を、 cba ,, を用いて表せ。 

（３）△ ABCの3辺の和が一定のとき、V を最大にする四面体は正四面体であることを示せ。 

（４）△ ABCの面積が一定のとき、V を最大にする四面体は正四面体であることを示せ。 

 

（解答） 

（１）三角形の面積の公式より、 
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 A0 より、 0sin A であるから、 
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   これを①に代入して 

   AbcS 2cos1
2

1
  

    )cos1)(cos1(
2

1
AAbc   

   ここで、 
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   よって、 

   
bc

cbacba

bc

cbacba
bcS

2

))((

2

))((

2

1 



  

4

))()()(( cbacbacbacba 
  

（２）△ ABCは鋭角三角形であるので、
222222222 ,, bacacbcba  が成り立つ。 

   そこで、
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 とおき、 

   zyx ,, を3辺の長さとする直方体 HIJKDEFG  をつくるとき、この3つの対角線の 



   長さが axzczybyx  222222 ,, の四面体DFIKの体積は、直方体 

HIJKDEFG  の体積から4つの三角錐の体積を引けばいいので、 
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（３） ,cos22222 Abcacbp   

   ,cos22222 Bcabacq   

   ,cos22222 Cabcbar   

   とおくと、
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ここで、 kcba  とおくと、 
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C より、 
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のとき、V は最大になり、このとき、V を最大にする四面体は正四面体である。 

（４） CabBcaAbcs sinsinsin  とおくと、 
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   CBACBA tantantantantantan  より、 

   3 tantantan3tantantan CBACBA   

    3 tantantan3tantantan CBACBA  より、 

   33tantantan CBA  

   CBACBA  tantantan のとき、V は最大となるので、 
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   となり、このとき、V を最大にする四面体は正四面体である。 


