
xの関数  xf は実数 xについて、   0xf かつ   0' xf かつ   0'' xf を満たしている。 nm, を

nm  を満たす整数とし、    ,, 



n

mk

kfnmS    dxxfnmF
n

m, で定義する。 

（１）      nmFnmSnmF ,1,1,  が成り立つことを示せ。 

（２）          mfnmFnmSnfnmF  ,,, が成り立つことを示せ。 

（３）         





 




2

1
,

2

1
,

2
, nmFnmS

nfmf
nmF が成り立つことを示せ。 

（解答） 

（１）   0xf かつ   0' xf かつ   0'' xf より  xfyC : は下に凸のグラフである。 

kを自然数とし、 1 kxk において、      kfxfkf 1 が成り立つ。 

1 kxk で積分すると、不等式の等号は恒等的に成り立つわけで 

はないので等号がはずれ、      dxkfdxxfdxkf
k

k

k

k

k

k 



111

1 が成り立つ。 

ここで、 

         11111 11
 

 kfkkkfxkfdxkf k
k

k

k
 

   1,
1




kkFdxxf
k

k
 

         kfkkkfxkfdxkf k
k

k

k
 

 111
 

より、      kfkkFkf  1,1 が成り立つ。 

   1,1  kkFkf において、 1 mk から 1n までの和を取ると、 

   nmFkf
n

mk

,11
1

1






…① 

が成り立つ。 

ここで、 

     nmSkfkf
n

mk

n

mk

,1
1

1

 






 

より、①から    nmFnmS ,1,   

が成り立つ。 

   kfkkF 1, において、 mk  からnまでの和を取ると、 

   nmSnmF ,1,  …② 

が成り立つ。 

よって、      nmFnmSnmF ,1,1,  が成り立つ。 

（２）    1,1  kkFkf において、 mk  から 1n までの和を取ると、 



   nmFkf
n

mk

,1
1






…③ 

が成り立つ。 

ここで、 

           mfnmSmfkfkfkf
n

mk

n

mk

n

mk

 






,1
1

1

 

より、③から      mfnmFnmS  ,,  

が成り立つ。 

   kfkkF 1, において、 mk  から 1n までの和を取ると、 

   





1

,
n

mk

kfnmF …④ 

が成り立つ。 

ここで、 

         nfnmSnfkfkf
n

mk

n

mk








,
1

 

より、④から      nmSnfnmF ,,   

が成り立つ。 

よって、 

            mfnmFnmSnfnmF  ,,,  

が成り立つ。 

（３） 1 kxk において、   kfk, と   1,1  kfk を結ぶ線分よりもCの方が上に存在 

しない。 

2

1
 kx におけるCの接線の方程式を  xgyl : とすると、 

  





 






 





 

2

1

2

1

2

1
': kfkxkfxgyl  

より、 

  





 






 

2

1

2

1
'

2

1
kfkfkg  

  





 






 

2

1

2

1
'

2

1
1 kfkfkg  

であるから、 1 kxk において、 















 






 

2

1

2

1
'

2

1
, kfkfk と 














 






 

2

1

2

1
'

2

1
,1 kfkfk を 

結ぶ線分よりも lの方が上に存在しない。 



よって、 

  ,, kfkAk   ,1,1  kfkBk  

,
2

1

2

1
'

2

1
, 














 






  kfkfkCk ,

2

1

2

1
'

2

1
,1 














 






  kfkfkDk  

 0,kPk とおくと、 

（台形 kkkk CDPP 1 の面積）   1, kkF （台形 kkkk ABPP 1 の面積）が成り立つ。 

（台形 kkkk CDPP 1 の面積） 







 















 






 






 






 

2

1
1

2

1

2

1
'

2

1

2

1

2

1
'

2

1

2

1
kfkfkfkfkf  

（台形 kkkk ABPP 1 の面積） 

        
2

1
11

2

1 


kfkf
kfkf  

よって、      
2

1
1,

2

1 







 

kfkf
kkFkf  

が成り立つ。 

 1,
2

1







  kkFkf において、

2

1
 mk から

2

1
n までの和を取ると、 

  





 

2

1
,

2

1
, nmFnmS …⑤ 

が成り立つ。 

     
2

1
1,




kfkf
kkF において、 mk  から 1n までの和を取ると、 

     







1

2

1
,

n

mk

kfkf
nmF …⑥ 

が成り立つ。 
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1
2

1

2

1

2

1
n

mk

n

mk

n

mk

kfkf
kfkf

 

                

























 


mfkfnfkf
n

mk

n

mk
2

1

2

1
 

              
2

,
nfmf

nmS


  

より⑥から 

       nmS
nfmf

nmF ,
2

, 


  

が成り立つ。 

よって、 



        





 




2

1
,

2

1
,

2
, nmFnmS

nfmf
nmF  

が成り立つ。 


