
関数  xfn  ,3,2,1n を次のように定義する。 
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（１）aを実数とするとき、   axf 1 を満たす実数 xの個数を求めよ。 

（２）aを実数とするとき、   axf 2 を満たす実数 xの個数を求めよ。 

（３）aを実数とするとき、   axf 3 を満たす実数 xの個数を求めよ。 

（４）aを実数とするとき、   axfn  を満たす実数 xの個数を求めよ。 

（５）   0xfn を満たす実数 xを全て求めよ。 

（解答） 

（１）   axf 1 を満たす xの個数は、 

 xfy 1 と ay  との交点を考えることによって 

   1a のとき0個 

   1a のとき1個 

1a のとき2個 

（２）   axf 2 を満たす xの個数は、 

   1a のとき    axff 11 を満たす  xf1 は存在しないので xの個数は0個 

   1a のとき    axff 11 を満たす  xf1 は   01 xf 、   01 xf を満たす xの個数は2個 

   1a のとき    axff 11 を満たす   axf 1 の解を  , とすると、 1,  であるから、 

 , それぞれに対して、 xの個数はそれぞれ2個であるから合わせて4個である。 

（３）   axf 3 を満たす xの個数は、 

   1a のとき    axff 21 を満たす  xf2 は存在しないので xの個数は0個 

   1a のとき    axff 21 を満たす  xf2 は   02 xf 、   02 xf を満たす xの個数は（２） 

の結果より4個 

   1a のとき    axff 21 を満たす   axf 2 の解を  , とすると、 1,  であるから、 

 , それぞれに対して、   11 1  xf の範囲に  xf1 の個数が2個あり、それぞれの  xf1 に 

対して xの個数は2個であるから合わせて8個である。 

（４）   axfn  を満たす xの個数は、 

   （ⅰ） 1a のとき0個 

   （ⅱ） 1a のとき
12 n
個 

   （ⅲ） 1a のとき
n2 個 

   であることを数学的帰納法で示す。 

   （ⅰ）について 

   （Ⅰ） 2n のとき（２）より0個である。 

   （Ⅱ） kn  のとき 



      「   axfk  を満たす xの個数が0個⇒   axfk 1 を満たす xの個数が0個」：（☆） 

      （☆）を示す。 

     axffxf kk  11 を満たす実数  xfk の個数は0個であるので、   axfk 1 を 

満たす xの個数は0個である。よって、（☆）が成り立つ。 

   以上、（Ⅰ）（Ⅱ）より、 2n のとき   axfn  を満たす xの個数は0個である。 

   （ⅱ）について 

   （Ⅰ） 2n のとき（２）より 22 12 
個である。 

   （Ⅱ） kn  のとき 

      「   axfk  を満たす xの個数が
12 k
個⇒   axfk 1 を満たす xの個数が

k2  

      個」：（☆）      （☆）を示す。 

           axffxf kk  11 を満たす実数  xfk は   0xfk であり、 

      仮定より、   0xfk を満たす xの個数は
k2 個である。 

よって、（☆）が成り立つ。 

   （ⅲ）について 

   （Ⅰ） 2n のとき（２）より
22 個である。 

   （Ⅱ） kn  のとき 

      「   axfk  を満たす xの個数が
k2 個⇒   axfk 1 を満たす xの個数が

12 k
個」：（☆） 

      （☆）を示す。 

     axffxf kk  11 を満たす実数  xfk の個数は2個であり、それらはいずれも 

  1xfk を満たすので、仮定より、それぞれについて対応する xの個数は各
k2 個あるの 

で、   axfk 1 を満たす xの個数は
12 k
個である。 

よって、（☆）が成り立つ。 

   以上、（Ⅰ）（Ⅱ）より、 2n のとき   axfn  を満たす xの個数は
n2 個である。 

   よって、（ⅰ）（ⅱ）（ⅲ）より、 

  axfn  を満たす xの個数は、 

   1a のとき0個 

   1a のとき
12 n
個 

   1a のとき
n2 個 



 

（５）    0cosx とおくと、 

   2cos1cos2 2
1 xf  

      4cos12cos2 2
2 xf  

      ： 

         nn
n xf 2cos12cos2 12    

       02cos0  nn xf  

      nnn 220,02cos  より、
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   よって、
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