
2つ以上の変数を持つ関数に対して、どの2つの変数を入れ替えても元の式と同じになるものを対称式と

いう。また、2つ以上の変数を持つ関数に対して、どの2つの変数を入れ替えても元の式の 1 倍になる

ものを対称式という。 

（１）3変数関数に対して、次の（ⅰ）～（ⅲ）を証明せよ。 

  （ⅰ）（対称式）＝（対称式）×（対称式） 

  （ⅱ）（交代式）＝（対称式）×（交代式） 

  （ⅲ）（対称式）＝（交代式）×（交代式） 

（２）交代式  zyxf ,, は、対称式  zyxg ,, を用いて、      zyxgxzzyyx ,, の形で表せる 

ことを示せ。 

（３）        bacacbcbacbaf nnn
n ,, で定義する。 

  （ⅰ）  cbaf ,,2 を因数分解せよ。 

  （ⅱ）  cbaf ,,3 を因数分解せよ。 

  （ⅲ）  cbaf ,,4 を因数分解せよ。 

  （ⅳ）  cbaf ,,5 を因数分解せよ。 

（解答） 

（１） 

（ⅰ）    zyxgzyxf ,,,,, を対称式とすると、対称式の定義より、 

       xyzfyzxfzxyfzyxf ,,,,,,,,   

       xyzgyzxgzxygzyxg ,,,,,,,,   

が成り立つ。 

     zyxgzyxfzyxh ,,,,,,  とおくと、 

           zyxhzyxgzyxfzxygzxyfzxyh ,,,,,,,,,,,,   

           zyxhzyxgzyxfyzxgyzxfyzxh ,,,,,,,,,,,,   

           zyxhzyxgzyxfxyzgxyzfxyzh ,,,,,,,,,,,,   

より、        xyzhyzxhzxyhzyxh ,,,,,,,,   

であるから、  zyxh ,, は対称式である。 

（ⅱ）  zyxf ,, を対称式、  zyxg ,, を交代式とすると、対称式と交代式の定義より、 

       xyzfyzxfzxyfzyxf ,,,,,,,,   

       xyzgyzxgzxygzyxg ,,,,,,,,   

が成り立つ。 

     zyxgzyxfzyxh ,,,,,,  とおくと、 

            zyxhzyxgzyxfzxygzxyfzxyh ,,,,,,,,,,,,   

            zyxhzyxgzyxfyzxgyzxfyzxh ,,,,,,,,,,,,   

            zyxhzyxgzyxfxyzgxyzfxyzh ,,,,,,,,,,,,   

より、        xyzhyzxhzxyhzyxh ,,,,,,,,   

であるから、  zyxh ,, は交代式である。 

（ⅲ）    zyxgzyxf ,,,,, を交代式とすると、交代式の定義より、 



       xyzfyzxfzxyfzyxf ,,,,,,,,   

       xyzgyzxgzxygzyxg ,,,,,,,,   

が成り立つ。 

     zyxgzyxfzyxh ,,,,,,  とおくと、 

            zyxhzyxgzyxfzxygzxyfzxyh ,,,,,,,,,,,,   

            zyxhzyxgzyxfyzxgyzxfyzxh ,,,,,,,,,,,,   

            zyxhzyxgzyxfxyzgxyzfxyzh ,,,,,,,,,,,,   

より、        xyzhyzxhzxyhzyxh ,,,,,,,,   

であるから、  zyxh ,, は対称式である。 

（２）    zxyfzyxf ,,,,  より、     0,,,,  zxyfzyxf  

   xy  とすると、     0,,,,  zyyfzyyf より、   0,, zyyf  

    zyxf ,, において、 xy  とすると必ず0になるので、   0,, zyxf は xy  を解に持つこと 

になるので、因数定理より、  zyxf ,, は常に  yx  を因数に持つ。同様に xzzy  , としても 

同様に    xzzy  , の因数を常に持つ。 

     xzzyyxzyxh ,, とおくと、        xyzhyzxhzxyhzyxh ,,,,,,,,  より 

   xzzyyx  は交代式であるので、（１）（ⅱ）より、 

      xzzyyxzyxh ,, （対称式）で表すことができる。 

よって、        zyxgxzzyyxzyxf ,,,,  が成り立つ。 

（３）        bacacbcbacbaf nnn
n ,, より、 

          abcbcacabcabf nnn
n ,,  

      bacacbcba nnn   

 cbafn ,,  

          cabbccbcabcaf nnn
n ,,  

      bacacbcba nnn   

 cbafn ,,  

          caacababcabcf nnn
n ,,  

      bacacbcba nnn   

 cbafn ,,  

   よって、  cbafn ,, は交代式であるので、    accbba  を因数に持つ。 

（ⅰ）        bacacbcbacbaf  222
2 ,, は3次式であり、    accbba  で割った商は 



定数になるので、          accbbakbacacbcba  222
とおける。 

0,1,2  cba とすると、 

         200112120201012 222  A より 1A  

よって、      accbbacbaf ,,2  

（ⅱ）        bacacbcbacbaf  333
3 ,, は4次式であり、    accbba  で割った商は 

1次の対称式 cba  となるから、 

          cbaaccbbaAbacacbcba  333
とおける。 

0,1,2  cba とすると、 

             012200112120201012 333  A より 1A  

よって、       cbaaccbbacbaf ,,3  

（ⅲ）        bacacbcbacbaf  444
4 ,, は5次式であり、    accbba  で割った商は 

2次の対称式となるから、 

              cabcabBcbaAaccbbabacacbcba  222444  

とおける。 

0,1,2  cba とすると、 

                 200112012200112120201012 222444  BA  

より 725  BA  

1,0,1  cba とすると、 

       011110101 444   

            111001101111001 222  BA  

より 12  BA  

よって、 1 BA  

ゆえに、       cabcabcbaaccbbacbaf  222
4 ,,  

（ⅳ）        bacacbcbacbaf  555
5 ,, は6次式であり、    accbba  で割った商は 

3次の対称式となるから、 

     bacacbcba  555  



        CabccaacbccbabbaBcbaAaccbba  222222333  

とおける。 

ba5
の係数を比較して、 1 A  
24ba の係数を比較して、 0 BA  

cba 23
の係数を比較して、 0 CBBA  

よって、 1 CBA  

ゆえに、 

      abccaacbccbabbacbaaccbbacbaf  222222333
5 ,,  

 


